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Обсуждаются результаты исследования методов восстанов-
ления дискретных сигналов (ДС), заданных в узлах неравно-
мерной временной сетки с точно неизвестными значениями ко-
ординат ее узлов, основанные на локальной аппроксимации ДС.
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Введение. Еще в середине прошлого века преимуще-
ственно в зарубежной литературе началось изучение ме-
тодов восстановления дискретных сигналов (ДС), значения 
которых заданы в узлах неравномерной временной сетки 
(в зарубежной литературе non-uniform sampling, irregular 
sampling) [1]. ДС данного типа используются в телекомму-
никациях (в беспроводных широкополосных многоканаль-
ных системах передачи [2]); в АЦП и ЦАП (за счет вариа-
ции длительности синхронизирующих или тактовых им-
пульсов) [3]; в беспроводных сенсорных сетях (вследствие 
погрешности данных о расположении датчиков) и т. д.

Постановка задачи. Имеется последовательность зна-
чений ограниченного по спектру ДС x t xi i( )= , заданного 
на неравномерной сетке с джиттером

	 t iT i Mi i= + =t , , , ... ,1 2 3 0 	  (1)

где T  — период дискретизации; ti T T∈ -( )2 2,  — случай-
ная величина, t ti i> -1.

Требуется по набору значений t xi i,( )  восстановить сиг-
нал x t( )  в узлах равномерной временной сетки

	 hm mT m M= =1 11 2 3, , , ..., , 	  (2)

где t1 1≤ h .
Возможны две постановки задачи восстановления ДС 

в узлах временной сетки (2).
Задача 1. Координаты узлов временной сетки (1) точно 

известны.
Задача 2. Точные значения координат узлов временной 

сетки (2) неизвестны (например, из-за случайных вариаций 
частоты дискретизации АЦП — джиттера).

Отметим, что задачи 1 и 2 принципиально отличают-
ся друг от друга. Действительно, задача 1 вне зависимо-
сти от равномерности или неравномерности временной 
сетки при отсутствии аддитивного шума в анализируемом 
сигнале относится к задаче интерполяции. Описание не-
которых методов ее решения для случая восстановления 
ограниченных по спектру ДС, заданных на неравномерной 
временной сетке, можно найти в [4–6]. Результаты иссле-
дования точности восстановления ДС, заданного в узлах 
неравномерной временной сетки с известными коорди-
натами ее узлов с помощью программного инструмента 
«MATLAB Non-uniform Sampling Toolbox», содержащего 
MATLAB-функции и реализующие данные методы [7], 
обсуждаются в [8].

Задача 2 значительно сложнее. Здесь априори можно 
ожидать, что ранее разработанные методы восстановления 
сигналов, дискретизированных на неравномерной времен-
ной сетке, окажутся неработоспособными. Отметим, что 
сегодня известен ряд методов восстановления ДС, задан-
ного в узлах с точно неизвестными координатами [9–10]. 
В основе этих методов лежит априорное предположение 
о том, что значения координат всех узлов временной сетки 
(1) являются решением некоторой оптимизационной зада-
чи. При этом можно высказать сомнение в их работоспособ-
ности для восстановления реальных сигналов.

Действительно, сложность решения оптимизационной 
задачи быстро возрастает с увеличением ее размерности. 
Поэтому в условиях, когда число отсчетов ДС оказывается 
большим (100 и более), вычислительные затраты становят-
ся неприемлемо велики. Кроме того, нельзя гарантировать 
нахождение глобального, но не локального максимума ре-
шаемой оптимизационной задачи. 

В это же время специалистами активно обсуждались 
методы решения задач регрессионного анализа экспери-
ментальных данных при наличии погрешностей в опреде-
лении предиктора [11].

Пусть величины wi  и  xi  связаны между собой соотно-
шениями

	 w h qi ix= ( ), , 	  (3)

где wi R∈ , h qx,( )  — заданная функция аргументов (преди-
кторов) x Rk∈ , q ∈ Rm.  Здесь q — неизвестные параметры, 
оценки которых могут быть получены по результатам на-
блюдений, проводимых по схемам активного, либо пассив-
ного экспериментов [12].

Предположим, что задавая значения переменной xi, из-
меряем переменную wi. Здесь наибольший интерес пред-
ставляет случай, когда значения xi не могут быть заданы 
абсолютно точно, а значения wi измеряются с некоторой по-
грешностью. Тогда данные, получаемые в эксперименте, 
описываются следующей стохастической моделью:

	 y x u h i Ni i i i i i= + = + =w e , , , ,1 	  (4)

где yi — результат i-го наблюдения над wi; ei — погреш-
ность данного наблюдения (случайная величина), такая, 
что E ei[ ] = 0  ( E – оператор математического ожидания); 
ui — условия (режимы), при которых экспериментатор стре-
мился провести i-е измерение; xi — их действительные зна-
чения; hi — случайные погрешности в фиксации режимов; 
E hi[ ] = 0.

Объединяя выражения, получаем модель:

	 y u hi i i i= +( ) +h e , 	  (5)

где hi, ui известны экспериментатору, причем ui — управля-
емая переменная.
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В том случае, когда явное выражение функции h qx,( )  
неизвестно (типичная ситуация, возникающая при анализе 
сигналов, регистрируемых информационно-измерительны-
ми системами) [13], предложено проводить аппроксимацию 
анализируемых экспериментальных данных на локальных 
отрезках с помощью линейных комбинаций известных ба-
зисных функций, т. е. локальную аппроксимацию.

Сравнивая задачи регрессионного анализа эксперимен-
тальных данных при наличии погрешностей в определении 
предиктора и восстановления ДС, заданного в узлах нерав-
номерной временной сетки, можно сделать вывод о сход-
стве в постановках данных задач. Следовательно, при нали-
чии погрешностей существует потенциальная возможность 
использования подходов к решению задачи регрессионного 
анализа экспериментальных данных.

Методы решения задач регрессионного анализа экспе-
риментальных данных при наличии погрешностей в опре-
делении предиктора, найденные при целом ряде ограни-
чений, проверить выполнение которых на практике невоз-
можно, описаны в [12–14]. Их анализ показывает, что ос-
новное внимание авторов было направлено на получение 
вычислительных алгоритмов, позволяющих определять 
оценки параметров стохастических моделей, а не собствен-
но алгоритмов вычисления истинных значений наблюде-
ний, вычисляемых по данным моделям, и их точности. Это 
не позволяет напрямую применять данные методы в задаче 
восстановления ДС, заданного в узлах неравномерной вре-
менной сетки, однако локальная аппроксимация представ-
ляется достаточно конструктивным методом.

Анализ проблемы восстановления сигнала, заданного 
на неравномерной временной сетке с неизвестными коорди-
натами ее узлов. Один из возможных подходов к решению 
этой задачи состоит в сопоставлении значений сигнала xi 
к узлам той или иной временной сетки (например, равно-
мерной) с точно известными координатами ее узлов и да-
лее в применении известных методов интерполяции [15]. 
Однако, как показано в [8], данный (наиболее очевидный) 
подход не обеспечивает должной точности восстановле-
ния сигнала.

С нашей точки зрения для повышения точности вос-
становления сигнала x(t) в узлах равномерной временной 
сетки с неизвестными координатами ее узлов возможно ис-
пользование следующих подходов:

zz определение неизвестных координат отсчетов нерав-
номерно дискретизированного сигнала и далее интерполя-
ция по вычисленным значениям координат узлов исходной 
временной сетки на равномерную временную сетку;

zz отнесение значений сигнала xi к узлам равномерной 
временной сетки и их корректировка с учетом характери-
стик джиттера, например, используя сглаживающие нере-
курсивные цифровые фильтры (ЦФ) и т. д.

Ниже приведены результаты исследований алгоритмов 
восстановления ДС, заданных на временной сетке с неиз-
вестными значениями координат ее узлов, относящихся ко 
второму из описанных выше подходов.

Ввиду неопределенности точных местоположений от-
счетов, отнесение значений сигнала xi к узлам равномер-
ной временной сетки, означает восстановление сигнала по 
таблице ( , )iT xi . В данном случае x xi i i= +� D , где �xi  — ис-
тинные значения сигнала в узлах равномерной сетки iT; 
Di — составляющая ДС, обусловленная незнанием точных 
координат узлов временной сетки (1).

Типичная зависимость Di от номера отсчета, получае-
мая при дискретизации гармонического сигнала с безраз-
мерным значением частоты 

�
f = 0 2,  в узлах временной сет-

ки (1), где M0 = 1000, ti — числа, выбираемые из генераль-
ной совокупности случайных чисел с равномерным зако-
ном распределения на интервале [–0,05; 0,05], представлена 
на рис. 1 (ее гистограмма и автокорреляционная функция 
(АКФ) приведены на рис. 2 и 3, соответственно); с нормаль-

ным законом распределения N 0
0 1

3 12
;
,






  — на рис. 4 (гисто-

грамма данной последовательности и ее автокорреляци-
онная функция приведены на рис. 5 и 6, соответственно).

Из рис. 1–6 видно, что последовательность Di вне зави-
симости от вида функции распределения величины ti в (1) 
являются некоррелированными случайными последова-
тельностями. При этом функции распределения случайных 
величин Di отличаются от функции распределения случай-
ных величин ti. Данный результат можно понять, рассмо-
трев случай ti T<< , для которого

Рис. 1

Рис. 2
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Таким образом, исходные данные, на основе которых 
решается задача восстановления ДС, представляют собой 
аддитивную смесь сигнала �x x iTi = ( )  и некоррелирован-
ного шума Di. Для повышения точности восстановления 
сигнала по таблице ( , )t xi , где t iT= ,  i M= 1 2 3 0, , ... ,  целе-
сообразно предварить восстановление ДС вычислительны-
ми процедурами, позволяющими уменьшить вклад шумо-
вой составляющей Di. Для этого можно использовать нере-
курсивный ЦФ, реализующий сглаживание ДС по методу 
скользящего среднего или методу наименьших квадратов 
(МНК) — вычисление уточненных значений ДС, как зна-
чений полинома степени 2 или выше, аппроксимирующе-
го ДС на локальных отрезках, длительность которых мала 
в сравнении с длительностью ДС [16].

Методы восстановления ДС, заданного на неравномер-
ной временной сетке (1) с неизвестными координатами уз-
лов, в узлах равномерной временной сетки (2).

Метод восстановления 1.
1.  Выбор размера окна сглаживающего ЦФ и степени 

полинома, аппроксимирующего сигнал.
2.  Пропускание сигнала x (ti) через соответствующий 

нерекурсивный ЦФ — получение ДС �x ti( ) .
3.  Восстановление сигнала по таблице значений [ , ( )]t x ti�  

в узлах равномерной сетки (2) одним из классических ин-
терполяционных способов.

Из приведенного описания метода видно, что точность 
восстановления изучаемого ДС будет зависеть от вида не-
рекурсивного ЦФ, размера окна и вида интерполирующего 
полинома.

Метод восстановления 2.
1.  Выбор размера скользящего окна K, на котором будет 

строиться аппроксимирующий полином.
2.  Инициализация счетчика числа шагов: h = 1 + (K - 1)/ 2.
3.  Построение на локальном интервале, содержащем 

K точек, полинома, аппроксимирующего сигнал в смыс-

ле МНК, по таблице t m x mi( ), ( )[ ] ,  где m h
K

= -
-1
2
,  

h
K

h
K

-
-

+ +
-1

2
1

1
2

,... .

4.  Вычисление аппроксимирующего полинома (вос-
становленных значений сигнала um) в  узлах равно-
мерной временной сетки (2), принадлежащих отрезку 
t h T t h T( ) , ; ( ) ,- +[ ]0 5 0 5 . При этом в узлах временной сет-

ки hm t t K∈ + -



( ), ( ( )/ )1 1 1 2  и  hm t M K t M∈ - -



( ( )/ ), ( )0 01 2  восстановле-

Рис. 3

Рис. 4

Рис. 5

Рис. 6

	 D i ix iT≈ ′( ) ,t 	  (6)

т.е. в первом приближении Di есть результат умножения 
производной дискретизируемого сигнала x(t) в точке iT на 
случайную величину ti.
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ние значений сигнала um осуществляется путем вычисле-
ния аппроксимирующего полинома, построенного в первой 
и последней локальной области соответственно.

5.  Сдвиг скользящего окна — увеличение значения 
счетчика цикла: h = h + 1.

6.  Если h M K≤ - -0 1 2( ) / ,  повторение пп. 3–5.
Из приведенного описания видно, что точность восста-

новления ДС будет зависеть от размера скользящего окна 
и степени аппроксимирующего полинома.

Анализ результатов исследования точности восстановле-
ния ДС, заданного на неравномерной временной сетке с не-
известными координатами ее узлов. Методика проведения 
исследования. Для оценки точности восстановления ис-
ходного сигнала использовано отношение мощности сиг-
нала к мощности ошибки восстановления (Signal-to-Error 
Ratio — SER):

	 SER
x

x x

i
i

M

i i
i

M=
-

=

=

∑

∑
10

2

1

2

1

log
( )

,
�

	  (7)

где xi и 
�
xi  — значения исходного и восстановленного сиг-

налов в узлах равномерной сетки (2).
В проведенных экспериментах в качестве исходного сиг-

нала использовался ДС, определяемый по формуле:

	 y t u f i
T

f i
Ti i

i i( ) = = +
















 + +




sin sinp
t

p
t� �

2 2 












, 	  (8)

где 
�
f f Tc=   — безразмерная частота дискретизации. 

Поскольку ti ∈ -( , ),D D2 2  то вариация безразмерной ча-
стоты дискретизации Df f fi ∈ -


0 5 0 5, ; ,

� �
 представляет собой 

отсчеты непрерывного сигнала

	 y t f t f tc c( ) sin , sin ,= ( ) + ( )2 0 5 2 2p p 	  (9)

вычисленные в узлах временной сетки

	 t iT ii i= + =t , , ,1 100 	  (10)

где T — период дискретизации; ti ∈ -[ ]D D2 2, – случайная 
величина; D < T  — размах джиттера.

В проведенных вычислительных экспериментах исполь-
зовались следующие параметры ДС:

zz число узлов неравномерной временной сетки — 100;
zz безразмерная частота дискретизации сигнала 

�
f = 0 1, ;

zz число узлов временной сетки (2) M = 180;
zz ti — случайные числа, генерируемые в соответствии 

с равномерным законом распределения и областью рас-
сеяния случайной величины [–0,1;0,1], а также случайные 
числа, генерируемые в соответствии с нормальным законом 

распределения случайной величины (ЗРСВ) с  N 0
0 2

3 12
;
,
.







  

Выбор данных параметров законов распределения обеспе-
чивает выполнение критерия ti ∈ -[ ]D D2 2, , согласно.

Анализ результатов вычислительных экспериментов. 
Значения параметра SER, вычисленные для ДС, восстанов-
ленного в соответствии с методом 1, приведены в табл. 1. 
Здесь использовались следующие типы сглаживающих ЦФ: 
по методу скользящего среднего; по МНК (полином 2-й сте-
пени); по МНК (полином 4-й степени).

Для вычисления значений ДС в узлах равномерной вре-
менной сетки (2) применяли кубические сплайны.

Таблица 1

Тип 
сглаживающего 

ЦФ

Размер окна 
ЦФ

Значение SER, дБ

Равномерный 
ЗРСВ ti

Нормальный 
ЗРСВ ti

Интерполяция 
по таблице  
(iT, xi) без приме-
нения ЦФ

– 16,5±0,4 24,7±0,5

Методом 
скользящего 
среднего

3 15.2±0,6 17,2±0,2

5 9,2±0,3 9,6±0,1

7 4,8±0,1 5,0±0,1

9 2,0±0,1 2,0±0,1

МНК полино-
мом 2-й степени

3 16,5±0,4 24,7±0,5

5 18,4±0,5 25,3±0,5

7 17,9±0,7 21,8±0,3

9 14,6±0,6 16,0±0,2

МНК полино-
мом 4-й степени

5 16,5±0,4 24,7±0,5

7 18,2±0,5 25,9±0,5

9 19,0±0,6 26,0±0,5

11 19,1±0,7 24,4±0,5

Из табл. 1 видно, что для изученного ДС при равномер-
ном ЗРСВ ti наибольшее значение параметра SER дости-
гается в случае использования ЦФ, реализующего сгла-
живание по МНК полиномом 4-й степени, и размере окна 
сглаживания, равного 11, при нормальном ЗРСВ ti — 9. При 
использовании сглаживающего ЦФ, реализующего сгла-
живание ДС по методу скользящего среднего, наибольшее 
значение SER достигается при размере окна сглаживания, 
равном 3, вне зависимости от вида ЗРСВ ti. Отметим, что 
значение SER в последнем случае меньше соответствую-
щего значения без использования данного вида фильтра. 
Следовательно, его применение нецелесообразно.

В то же время использование ЦФ, реализующего сгла-
живание по МНК, позволяет повысить точность восста-
новления ДС. Для равномерного ЗРСВ ti без применения 

Таблица 2

Степень 
аппрокси-

мирующего 
полинома

Размер 
локаль-

ной обла-
сти

Значение 
SER, дБ (рав-

номерный 
ЗРСВ ti) 

Размер 
локаль-

ной обла-
сти

Значение SER, 
дБ (нормаль-
ный ЗРСВ ti) 

Вторая

3 16,1±0,4 3 23,1±0,4

5 18,1±0,4 5 22,9±0,4

7 17,5±0,5 7 20,0±0,3

9 14,3±0,4 9 15,3±0,2

Третья

5 17,5±0,3 5 23,9±0,5

7 18,1±0,3 7 22,4±0,5

9 15,3±0,3 9 17,0±0,2

11 10,7±0,2 11 11,3±0,1

Четвертая

5 16,0±0,3 5 23,1±0,4

7 17,8±0,3 7 24,0±0,4

9 18,8±0,4 9 24,1±0,4

11 18,9±0,4 11 23,1±0,4
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ЦФ SER = 16,5±0,4, но при использовании ЦФ (полином 4-й 
степени, размер окна сглаживания — 11) SER = 19,1±0,7. 
Для нормального ЗРСВ ti без ЦФ значение SER = 24,7±0,5 
и при ЦФ (полином 4-й степени, размер окна сглажива-
ния — 9) SER = 26,0±0,5 по отношению к интерполяции по 
таблице (iT, xi) без применения ЦФ.

Значения параметра SER, вычисленные для ДС, восста-
новленного в соответствии с методом 2, приведены в табл. 2.

Из табл. 2 видно, что для рассматриваемого ДС при рав-
номерном ЗРСВ ti наибольшее значение параметра SER до-
стигается при аппроксимации ДС в соответствии с МНК 
полиномом 4-й степени при размере локальной области в 11 
точек, а при нормальном ЗРСВ ti — 9 точек. При этом точ-
ность восстановления ДС методом 2 оказывается ниже ана-
логичной величины метода 1. Объяснение полученных ре-
зультатов с теоретической точки зрения представлено ниже.

Обоснование результатов вычислительных эксперимен-
тов. Рассмотрим особенности использования методов 1 и 2 
на примере восстановления ДС, представляющего собой 
отсчеты периодической функции вида

	 x f ti i= ( )sin ,2 0p 	  (11)

вычисленные в узлах временной сетки (1).
Как было показано выше, данный ДС представляет со-

бой смесь истинных значений и некоррелированного шума, 
обусловленного незнанием точных координат временной 
сетки (1). Как известно [16], действие ЦФ на смесь сигнала 

и некоррелированного шума оказывается двояким. С од-
ной стороны, ЦФ уменьшает энергию шумовой составля-
ющей D i :

	 E E c
f k

k

N

D D( ) =
=

∑ 2

1

,

где (ED)f — энергия шума на выходе ЦФ; ED — энергия шума 
на входе ЦФ; N — размер окна сглаживания; ck — коэффи-
циенты ЦФ. Это приводит к уменьшению погрешности зна-
чений ДС в узлах интерполяции.

С другой стороны, ЦФ изменяет амплитуду полезной 
составляющей ДС �xi.  (Указанное воздействие описыва-
ют с помощью амплитудно-частотной характеристики ЦФ 
H(K), зависящей от частоты дискретизации ДС, размера 
окна сглаживания и вида локальной аппроксимации сиг-
нала.) Это, в свою очередь, ведет к увеличению погрешно-
сти значений ДС в узлах интерполяции. Следовательно, для 
каждого конкретного сигнала существует некоторый опти-
мальный размер окна сглаживания, обеспечивающий ми-
нимальную погрешность восстановления ДС в узлах равно-
мерной временной сетки.

Для иллюстрации проведенных выше рассуждений на 
рис. 7, а — в представлены количественные показатели ре-
зультата применения ЦФ (метод 1), реализующего сглажи-
вание по методу скользящего среднего, и по МНК полино-
мом 2-й и 4-й степени, соответственно.

а)

в)

б)

г)

Рис. 7
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На рисунках приведены зависимости: дисперсии шума 
на выходе фильтра (кривая 1); модуля разности между ам-
плитудами детерминированной составляющей ДС на входе 
и выходе ЦФ (кривая 2) и величины SER (кривая 3) от раз-
мера окна сглаживания, вычисленные для гармонического 
сигнала с безразмерным значением частоты 

�
f = 0 1,  в узлах 

временной сетки (1), где M0 = 1000, ti — числа, выбираемые 
из генеральной совокупности случайных чисел с равномер-
ным законом распределения на интервале [–0,1; 0,1].

На примере восстановления ДС (11) дадим объяснение 
результатам, полученным с помощью метода 2, основанного 
на использовании аппроксимации ДС на упорядоченных во 
времени локальных отрезках длительности, малой в срав-
нении с длительностью анализируемого ДС в соответствии 
с МНК. Точность восстановления ДС будет зависеть от раз-
мера локальной области, на которой проводится построе-
ние аппроксимирующего полинома и его порядка. При этом 
можно ожидать, что увеличение размера областей локаль-
ной аппроксимации приведет к уменьшению погрешности 
коэффициентов аппроксимирующих моделей, вычисляемых 
в соответствии с МНК, и, следовательно, к снижению по-
грешности значений восстанавливаемого ДС.

Однако дальнейшее возрастание размера окна аппрок-
симации будет приводить к увеличению отличий между 
аппроксимирующим полиномом и восстанавливаемым ДС. 
Следовательно, можно ожидать, что для каждой из степеней 
аппроксимирующих полиномов существует оптимальный 
размер локальных областей, в которых при аппроксимации 
погрешность восстановления ДС будет минимальной.

В этой связи были определены зависимости энергии 
остатков аппроксимационных моделей (суммы квадратов 

разностей u
i

M
2

1

1

=
∑  между точными значениями ДС (6) и ап-

проксимирующего полинома) от размера локальной обла-
сти аппроксимации для полиномов 2, 3 и 4-го порядков. ДС 
(6) задавался с безразмерным значением частоты 

�
f = 0 1,  

в узлах временной сетки, где M0 = 1000, ti — числа, выбира-
емые из генеральной совокупности случайных чисел с рав-
номерным законом распределения на интервале [–0,1; 0,1], 
и далее восстанавливался в узлах равномерной временной 
сетки (2).

Зависимости представлены на рис. 7, г (полином 2-й сте-
пени — кривая 1, полином 3-й степени — кривая 2 и 4-й сте-

пени — кривая 3). Из рисунка видно, что зависимости u
i

M
2

1

1

=
∑  

от размера локальной области для каждого из рассмотрен-
ных полиномов имеют локальный минимум, значение аб-
сциссы которого зависит от степени аппроксимирующего 
полинома: для полиномов 2-й, 3-й и 4-й степени оно равня-
ется 5, 7 и 11 точкам, соответственно. Таким образом, по-
лученные результаты объясняют данные моделирования, 
представленные в табл. 2.

Заключение. Представленные методы, основанные на 
отнесении значений анализируемого ДС к узлам соответ-
ствующей временной сетки и далее уменьшении с помощью 
скользящего сглаживания или локальной аппроксимации 
по МНК случайной составляющей ДС позволяют повысить 
качество восстановления ДС. Анализ точности восстанов-
ления ДС данного типа показывает, что результаты, достиг-
нутые с помощью метода 1, оказываются выше аналогичной 
величины, получаемой методом 2.

Предложенный подход к восстановлению ДС, заданно-
го в узлах неравномерной временной сетки с неизвестными 

координатами узлов, в известной мере, универсален, одна-
ко выбор размера окна сглаживания, вида ЦФ или степени 
аппроксимирующего полинома для иных типов сигналов 
требует проведения аналогичных исследований.

Работа выполнена в рамках договора № 02.G25.31.0055 
(проект 2012–218–03–167) при финансовой поддержке ра-
бот Министерством образования и  науки Российской 
Федерации.
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